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On ordonne I’ensemble des nombres premiers (pn)nen+ par ordre croissant.

Théoréme 1. ]
as 1 .
La série Z — est divergente.
« Pn
neN
“+oo
PREUVE : Considérons la fonction ¢ : s — Z—S de RIEMANN. Fixons s > 1.
n
n=1

On munit N* de la tribu P(N"). Pour n € N*, on pose :

x ETAPE 1 : Montrons que P est une probabilité.
Déja, P est une fonction & valeurs (strictement) positives. De plus :

+oo
> _P(n)

’ Donc P est une probabilité. ‘

n=1

* ETAPE 2 : Calculons P(pN*), pour p € N*. Soit p € N*. On a :
P(pN*) = P < L] {kp})
keEN*
—+oo
= > P(kp)
k=1
.
= ((s)ksp*
_ 1
pS
1
Donc P(pN*) = —.
pS
’. +Oo
* ETAPE 3 : Calculons P <ﬂ (N*\pnN*)>. Pour m € N, on a :

+oo
m € ﬂ(N*\pnN*) —

Yn € N* m e N"\p,N*
n=1
— VneN' meNeméep,
m = 1.
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La probabilité recherchée est donc P({1}) = P(1), d’ou :

x ETAPE 4 : Montrons que (prN™)gen est une famille d’événements indépendants. Soit I une partie non vide finie de N*.

Déja, on a :
(\peN" = (Hpk) N*. 1)

kel kel

En effet, si m € pyN" pour tout k € I, alors les py (pour k € I) sont premiers entre eux (car premiers distincts) et

divisent m, donc leur produit divise m, et donc m € Hpk N*. Le sens réciproque se voit facilement.

(1))

L
[1»;

kel

= [IE@a)

kel

Cela donne (1). Mais alors, grace & ETAPE 2 :

()

‘ D’ou l'indépendance des événements souhaitée. ‘

N n
2 1 * * *
* ETAPE 5 : Montrons que lim H = ((s). Pour cela, pour n € N*, on pose A4, = ﬂ (N"\peN").
N*%H)On* 1- I k=1
(An)nen- est une suite décroissante d’événements. Donc :

1
g P4, (ﬂA ) @’

n=1

, 1
d’apres 'ETAPE 3, et donc ((s) = lirf P4, (car P est & valeurs strictement positives).
n—-+0oo n

Mais d’apres PETAPE 4, (ppN™)ren est une famille d’événements indépendants, donc leurs événements contraires le sont
aussi. Pour n € N, on a en outre :

P(A,) (ﬁN\pN )

= [Ia-PEN)

Par conséquent :

n

% ETAPE 6 : On va calculer un équivalent de ¢ en 17 en faisant une comparaison série intégrale, puis conclure.

Soit s > 1. La fonction t — r est décroissante sur R’}. Pour n € N*, on peut donc écrire :

1 g 1
(n+1)y >, to \ns'

“+oo
Cls) =1 </1 % < (),

En sommant,

d’ou :
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- . . 1
En multipliant par s — 1 et en faisant tendre s vers 1, on obtient que ¢(s) ~. i
s—1t § —

. . 1
Pour finir, raisonnons par ’absurde en supposant que E — converge.
neN* "

Comme lim izO,onaln(l—i) ~ 1

n—+00 Pp, Pn n—+0oo Dp ’

1 . n 1 — ; ln(lff)
Donc Z In (1 — —> converge. Pour N € N, on a donc H < I ) =e ! P/ qui a ainsi une limite £ > 0
DPn
neN*
en +o0o. Ainsi, pour s > 1:

A
s) = lim
¢(s) N T
n=1 254
N
. 1
< lim I
N —+o0 1 —
=1 Pn
< /L

¢ serait donc une fonction majorée sur |1; 400, qui est pourtant de limite infinie en 17 d’aprés Iéquivalent calculé
précédemment, ce qui est absurde.
Cela acheve la preuve. O
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